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Lecon 120: Anneaux Tz Apptications.

(ans Xoute cette Legon, on conmidere n 3 2.

Pefinition 0.1 ©n de'}ﬂm'f Z/ng  2'ensemble dey closags o’ equivalence powe Lo elation
a~ b <% n divise b-a.

Theaéme 0.2 On a %/nz = {8, 1,...,a1}. Cet ensemple et de couctinal n et eot

en b)a_echon cuxe Der gegher povbler donu (. clivision euchidienne poa. n.

Thézeme Q.3 L exiske une um‘gue aruchus o/ annsaw ccmmu‘ro;tid: unifaite n Lz

“elle Que T, hw;_d‘_gghan canoniquie, Lait UN MepLitme o’ onnecuix.

L. Z/nl en foutt que gacupe

1. Le Qroupe (Zfoiz, +)

Tgmosition 1.1 Le Foupe (Z/nz,+) est ctique. Do plus, taut Quape cyclique

4 n Ef@menks et iSomeple @ Z/nz -

Exem-.P.QQSlZ
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Theodme 1.3 Tous e QLS - Guouprr dle Z/np  Somt cycliqQue a’ enclae gl dlivise. .-
R*{U-’Piocyement, pour tout civistur & de ny il exiske Un unigue S L o c¢

Z ' o . = ~ _n
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de El@ments de Z/nkz domt A ende divise b et (& %Enaoctam de e f0ut -
Boupr ot ke EU€memts o'edre d ge Z/p2.

2. Le W((Z/nﬂ)xg )

ThEeéme 1.5 Soit a € Z. Ley assochions sulvonier ot EQuiilenter :
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&t un 85‘{1&&&0.1. ole (Z/na,+)

Definition 1.6 On oppable ;’bﬂm‘c«w incicadtrice. oL’ Bulex fa '&onchen @:n€E N— #imé€
Lim-1T|{man=2a}

Exemple 1.7
Aeit P un nembae preiien albu (p)= p-1

Remaaque 1.8 D'apads fe théadme PrEcedemt, P & Qe nombre de Generateos du Qro4e
(Z/nz, +) o Le casdinad de @/niz)”
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Conso.quence 1.9 RBu fout € Z kel Que aA N =1, g = 1 (mealn).

(owolaite 1.10 (Fexmot) _tment P MN nomknc premish € 9 € Z. AlBS, i aap =1 on

Pl s
e a’ = L (med p) et qeique soit a, al=a (moclp).

Mopasition 1.11 On noke O, Llensovnde der olirisouns :{bxmak de n alew n = d% (prel.
n

Popesifion 1.12 &n e : (B/mz)* ) = (Aut(Zmg), o).

3, Structwse dex Qoupar abiliens fanis

Lemme 1.13 it H un doug-goupe de G abien fini. ot conockere o de H Lo pro-

longe en un conackie de G.

Fropoation 1.1 [ chuctuae der Qpoupu abeliews finis ) Soit G un Guoupe abtlien fini non

trinol . J existe Glew a% 1 et Ny, -, N 22 ve’r‘ia’lam“ ni I iy, tels que

€ % Zayx - x Zp. . De plws, il y o unitike der enhien r &t ng -, N,



L. 2/n2 en tant op'anneou

1. Propri€tes

Phoposition 2.1 Uanneaw Z/ng posséole un Ltathme

Remw.gua 2.2 Tct.lledg'is, Lg n'est P nEeatane mert euddidien con 1l n'ewt pos
fercEmert- in)€%rc.

Exem.éﬁa 2.3

danw Z/oZ, 2.3 =0 mas Z +0 et 340 .
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ThEoEme 2.4 (chinsis) lment ("j)sz'.' une a:amnl(c de r» 2 enhexs natwels dis- ;
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Ancks de O et de 1, et n= ,ﬂ'nj. Let emhew nj <of premios edhe eux deux
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8 deux o et soulement g ZinZ ~ L/nm x..x Z/ncz . le tox EhEont, £
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AH:.n‘ica:tion 2.5

Ure oanmRe compte environ §C0 .sdldats.
O demande owx _sotdats 9 e aonga pax T e 9 pus AO puis 1. Iy @ un
Rugre de @ Py S puis 8.

Ales  l'eamée compte 749 oldats.
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Amptication 2.6 5i n= Il" pi”* alew em= I Pi_u(l L(P'L—l) =n IT (1- 'i—)

i=1 iz pPi

Cowclinie 2.7 & Ny, n, Jomt Paemioas entre eux doux & deux , on o oles L'ise-

MepLme de gaupns (Znz)* x @ma)x - x (a2

2. Cox O n et premiex

Phopoxirion 2.8 Un nombane P et Pamies 4 et SLoulement M @(p) = p-1.

Theaeme 2.9 ’annecay Z/nz est mrc’%fm A et goulement & n ort pemier. D
plus, Le cas €rgant, Z/nz cor un cope. |

Proposition 2.10 St 1K un coga de (ackristique p. Notons ¢ e mepuieme de Fro-

bentug aleg foa=x . et soulement  x € l/PZZ-

T Appticotions

1. f-'.quad:iem ciicphautiennes

Femangie 3.1 On poxt o' une SQuation diqhantignne denit on suppte qu'il easke une tolittion .
On pout utitisen. Lo r€oiucno. moculo NP un 0 loien theiei, pous okxwtir & une
Cortracichon .

Exemplze,e 3.2

23+ 5 = 113 93 n'e pu ce xduwhions emtigre  (A€olucHon. moctulo 9)

3 L. o ) -
ex’+yPr2' =4 oud n'ol pac o solubons entigr ( Seolchion medrlo 9)

: b,
lemme 3.3 L' anneau dex enhies de Gowgs Z 042 et euctidien. ﬁv“%%\
Propoaition 3.4 Un nomime premiea P et somme de deux COMES & ot soule ment i ‘:
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P=2 cu p= 1 L4l

2. PlynBmes s

Theméme 3.5 (Critére d’ Eisenstein) deit Pz an X"+ ...+ a,X + 2, € ZLX] et st pun

Normloae Premieq . on Aanppoge que -

'Pian s Yk € LOn-11, pla, ‘P/fabz

Ay P ogt ireductible daw @LXI].
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Application 3.6 Les polynBmes cyclotomiquen an x) __@P(x” ) Aomt infauctibles dons OLX].



